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Table des matiéres

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'analyse asymptotique des fonctions et des suites.
Les objectifs principaux sont de :

» Etudier les comportements asymptotiques des suites et des fonctions.

» Présenter des outils d’analyse asymptotique, en particulier le développement limité.




Comparaison des suites et fonctions

Comparaison des suites

B Définition 1.1.1.1 (Négligence, domination et équivalence de suites)

Soient (U, ), (V;,) € CN. On dit que :

» (U,) est négligeable devant (V},) lorsque Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |U,| < |V,
On note alors U, = o(V,,) ou U, = o (V,).

n——+oo

» (U,) est dominée par (V,,) lorsque IM > 0, 3ng € N,Vn > ny, |U,| < M |V,|. On
note alors U, = O(V,,) ou U, = O (V,).

n—-+00

» (U,) est équivalente a (V},) lorsque U,, — V,, = 0o(V},), i.e. Ve > 0,3ng € N,Vn >
no, |Up — V| < €]Vy|. On note alors U,, ~ V,, ou U, I V..

® Remarque 1.1.1.1

I1 faut faire tres attention a 1’écriture manuscrite de o(V},), pour éviter de la confondre
avec d’autres notations. Il faut, dans 'idéal, qu’elle soit de la méme taille/hauteur
que le signe égal (=).

® Propriété 1.1.1.1

Soient (U,), (V,,) € CN.

» Si (V,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang, et que (U,) est négligeable

devant (V},), alors nl_l}r_{loo T

Un
Donc |U, =o(V,) <— — —— 0|
V,, n—+oo

» Si (V},) ne s’annule pas a partir d'un certain rang, et que (U,) est dominée par

(V,.), alors la suite (%) est bornée.

Donc |U,, = O(V,)) <— <%) est bornée| € B (C).

n

» Si (V},) ne s’annule pas a partir d’un certain rang, et que (U,) est équivalente a




1.1. Comparaison des suites

(V,), alors lim Y» =1,
n—+4oo 'n

Donc |U,, ~ V,, < %—>1.
Vn n—+o0

n)

1. cos;z(n) -0 (%) car Cosfll = cos(n) est bornée.

2.Vk>1,e"=o0 (,%k) car e = nfe™ ——— 0.

nk n—-+00

1
mta) = nln(l+ %) —— 1.
= 7 n—4oo

1 1
3. In(1+:) ~ - car
Les propriétés ci-dessus sont des cas particuliers de la définition, ou (V},) ne s’annule pas &
partir d'un certain rang. En effet, si (V},) s’annule infiniment souvent, le quotient % n’est
n
pas forcément défini pour tout n. Maintenant, nous souhaitons généraliser ces propriétés
méme si (V,,) peut s’annuler & partir d’un certain rang,.

® Propriété 1.1.1.2 (Cas général des propriétés ci-dessus)

Soient (U,), (V,,) € CN.

» U, =0(V,) <= F(e,), € CN tel que &, — 0 et Ing € N,Vn > ng, U, = &, V.
> U, =0(V,) < 3(Bn)n € B(C) tel que Ing € N,Vn > ng, U, = 5, V.

> U, ~V, <= F(an), € CN tel que o, — 1 et Ing € N,Vn > ng, U, = a,,V,.

Q Preuve

» Démonstration de la premiére équivalence :

> Pour démontrer la premiere équivalence dans le sens indirect, on part du
fait que €, — 0. On a donc Ve > 0,3ny € N,Vn > ny, |e,| < €. Donc, pour
n > ng, on a |Uy,| = |e,| |[Vi| < €|Val, ce qui prouve que U, = o(V},).

> Pour démontrer la premiere équivalence dans le sens direct, on part du fait
que U,, = o(V,,). Donc, par définition, Ve > 0, In; € N,Vn > ny, |U,| < €|V,].
On peut alors définir la suite (g,), de la maniére suivante :
Yo siV,#0
N 81’1/ — n .
0  sinon

— 1l est clair que &, — 0 car pour tout € > 0, on a Vn > ny, |e,| < e (il
faut étudier les cas ou V,, = 0 et V,, # 0).

> Maintenant, il faut vérifier que U,, = €,V,, a partir d’un certain rang.
> SiV, #0, onaUn:\U/—:-Vnzann.
> SiV,=0,alors Vn >ny,|U,| <0 <= U, =0 = 0-V,=¢,-V,.




1.1. Comparaison des suites

B Définition 1.1.1.2  (Relation d’ordre, relation d’équivalence)

» Une relation binaire sur un ensemble F # () est une partie R de E x E. Si
(z,y) € R, on note zRy.

» Une relation R est dite :
> réflexive si et seulement si Vo € E, xRx.
> symétrique si et seulement si Vz,y € F, xRy — yRx.
> antisymétrique si et seulement si Vz,y € F, (xRy et yRx) — = =y.
> transitive si et seulement si Va,y,z € E, (zRy et yRz) = zRz.

» Une relation R sur E est dite une relation d’ordre si et seulement si R est réflexive,
antisymétrique et transitive.

» Une relation R sur F est dite une relation d’équivalence si et seulement si R est
réflexive, symétrique et transitive.

» La relation > sur R est une relation d’ordre. En effet, elle est réflexive (Vz €
R,z > z), antisymétrique (si x > y et y > x, alors = y) et transitive (si z >y
et y > z, alors x > z).

» Soit n € N*, la relation = mod n sur Z est une relation d’équivalence. En effet,
elle est réflexive (pour tout a € Z, a = a mod n, sachant que a —a = 0-n, donc
dk € Z,...), symétrique (si a =b mod n, alors b = a mod n) et transitive (si
a=0b modnetb=c modn,alors a =c¢ mod n).

® Propriété 1.1.1.3 (Etude des relations o, O et ~)

» Etude de la relation o :
> La relation o n’est pas reflexive, car 1 # o(1). Elle est donc ni une relation
d’ordre, ni une relation d’équivalence.
> Elle n’est aussi pas symétrique, car 1 = o(n) n’implique pas que n = o(1).
> Par contre, elle est transitive : si U, = o(V,,) et V,, = o(W,,), alors U,, = o(W,,).

» Etude de la relation O :
> La relation O est réflexive, car U, = O(U,) (on prend M = 1 depuis la
définition).
> Elle est aussi transitive : si U, = O(V,,) et V,, = O(W,,), alors U,, = O(W,,).

» Etude de la relation ~ :

> La relation ~ est réflexive, car U,, ~ U, (on prend «,, = 1 depuis la définition).

> Elle est aussi symétrique : si U,, ~ V,,, alors V,, ~ U,, (on prend o, = i)




1.1. Comparaison des suites

> Elle est aussi transitive : si U, ~ V,, et V,, ~ W,,, alors U,, ~ W,, (on prend

"N /
all = ay - al).

> Donc, la relation ~ est une relation d’équivalence.

® Remarque 1.1.1.2
» U, =0(V,) = U, =0(V,).

» U, =0(l) < U, — 0. o(1) représente les suites qui convergent vers 0. On
peut la noter aussi g, — 0.

» U,=0(1) <= (U,), est bornée.
» (Uy,), converge vers [ € C* si et seulement si U, ~ [.
» O(1) = a, ou (), est une suite bornée.
> o(Up) = U, -0(1)
oW, =U,-0(1)
[0y 001) = o(1) - o(1) = o(1)
O(1)-0O(1) = 0O(1)

® Propriété 1.1.1.4 (Conservation de la convergence par équivalence)

Soient (U,), (V,,) € CN, telles que U,, ~ V.
(Uy)n est convergente si et seulement si (V},),, est convergente.

Dans ce cas, on a lim U, = lim V.
n—-+o0o n—-+oo

Q. Preuve

OnaU,~V, < 3(a,), € CN tel que o, — 1 et Ing € N,Vn > ng, U, = a,,V,.

Supposons que (U,),, est convergente, et soit | = 1_15{1 U,. On a donc :
n [e.e]
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Donc (V,,),, est convergente, et im V, =1= lim U,. |

—400 n—-+4o0o

® Propriété 1.1.1.5 (Conservation de la divergence vers +oco par équiv.)

SiU, ~ V,, avec hm U, = too, alors V,, ——— +o0. (Note : le signe + est le

n—+oo n—+oo
méme des deux cotés.)

® Propriété 1.1.1.6 (Produit des équivalences)

Soient (@ )ns (bn)ns (Un)ns (Vn)n € CN telles que a, ~ b, et u, ~ v,. Alors :
> a U, ~ byu,.

» Si b, ne s’annule pas a partir d’un certain rang, alors ‘g—: ~ ;‘—:
k k
» Vke N, U ~ V).

» Si U, > 0 a partir d’'un certain rang, alors YA € R, U} ~ V.

Q  Preuve

On sait que Ja,,, 8, — 1 telles que a,, = a,b, et u,, = B,v, a partir d’un certain
rang. Donc :

> a,u, = a,B,b,v,, avec o, [, — 1, donc a,u, ~ b,v,.

» dng € N,Vn > ng,b, # 0. Donc, pour n > ng, on a P =ap et o= Bn. Donc,
an ., Un
bn Un "

» La démonstration des autres propriétés est similaire.

® Remarque 1.1.1.3

1. En général, U, ~ V,, n’implique pas == f ( ) ~ f(V,). Par exemple, eV» ~ "»

n’est vrai que si et seulement si 1_1)m (U, —V,) =0.
2.U,~V, Up—V, ——0.
—— n—+4o00

n’implique pas!

3. On ne peut pas toujours additionner des équivalences. Par exemple, si U, = n +

1—1—% et V, =n,onal, ~ V,etU,—1 ~ V,—1, mais U,+(U,—1) = V,+(V,—1).

En général : (U, ~V, et A, ~ B, =+ U,+ A, ~V,+ B,
~——

n’implique pas!

4. U, ~0 <= U, =0 a partir d'un certain rang.




1.2. Comparaison des fonctions

iHt Exercice 1.1.1.1

1. Soient (Up)n, (Va)n € RiN telles que U,, ~ V,,. Pour quelle(s) condition(s)
aura-t-on In(U,) ~ In(V,,) ?
2. (Equivalent de 'intégrale de Wallis) On pose Vn € N, I,, = fog sin”(t)dt.
a) Montrer que Vn € N, [,,,0 = Z—ié]n (Intégration par parties).
b) Montrer que la suite (n - I, - I,_1),>1 est constante.
c) Montrer que Vn € N* I, ~ I,,_;.
d) En déduire que I,, ~ \/% .
e) Calculer Iy, et donner un équivalent de C%,.

f) On pose U, = ﬁ#ﬁ On admet que U, i [ pour un certain [ € R*.

Montrer que n! ~ (%)n V2mn (c’est la formule de Stirling).

Comparaison des fonctions

E Définition 1.1.2.3

Soient f,g: I — C ou I est un intervalle non vide de R et } # ().

1. On dit que f est négligeable devant g en zy € [ si et seulement si 3V €
V(zg),3de : V. — C tel que lim,,,,e(z) = 0et Vo € V, f(z) = e(x)g(x). On
note alors f(z) = o (g(z)).

T—T0

2. f est dominée par g en xy € I si et seulement si 3V € V(xg),IM : V — C,Vz €
V, f(z) = M(z)g(z). On note alors f(z) = O (g(x)).

T—TQ
3. f est équivalente & g en o € I si et seulement si f(z) — g(z) = o (g(z)), i.e.
0

AV € V(xp),3a : V — C tel que lim,_,,, a(x) =1 et Vo € V, f(x) = a(x)g(z).
On note alors f(z) ~ g(x).

® Remarque 1.1.2.4

» Si g ne s’annule pas sur un voisinage de xg, alors :

> @)= o (9(x)) <= limsa, fa — .
> f(x) = xon(g(x)) = (%)xGV est bornée sur un voisinage V' de xy.

glx) —

» Pour zg = +00 ou o = —o0, les mémes propriétés sont valables en remplacant

> f(z) o g(z) = lim,_,, L% =1.
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lim, ,,, par lim, , o ou lim,_, .

» Les propriétés analogues a celles des suites sont valables pour les fonctions.

1. sin(z) ~o T
T

— n k 0 __ a
2. P(x) =Y} oaxr ~, @0 = ag si ag £ 0.

3. In(z) = o (x).

T—+00

4. Vk e N* e = o (ik)

z—+oo \¥




Développement limité

Généralités

E Définition 2.2.1.4

Soient f € K! et zy € I.

» On dit que f admet un développement limité a l'ordre n au voisinage de
xp, qu’on notera DL, (xy), lorsqu’il existe un polynéme P € K,[X] tel que :
fla) = Plx—20)+ _o_((z—0)")

Cest-a-dire que :Jag, a, ...,a, €K, f(z) = i qan(x —x20)*+ o ((xz — zo)").

T—T0
» Supposons que +o0o est une extrémité de I. On dit que f admet un développement
limité & l'ordre n au voisinage de +00, qu’on notera DL,,(400), lorsque la fonction
t— f (%) admet un développement limité a 'ordre n au voisinage de 0F.

Crest-a-dire que : IP € K, [X], f(z) = P (L) + o (&).

Ce qui équivaut aussi a écrire IP € K, [X], f(3) = P(t) + (t").
t—0

On appelle aussi ce type de développement un développement asymptotique.

La fonction x +> ﬁ admet un développement limité a I'ordre n au voisinage de 0 :

1
——=14z+z+---+2"+ o (z").

1—2 z—0

» . . _pntl n+1 n+1

Démonstration rapide : On a ﬁ = % +5 = = l+z+2%+-- I+ .
n
:Zk=o ¥
E +1 +1

Or, lim == = lim -2~ = lim -2 = 0. Donc, ©— = o (z").

T x50 " 0 T (1—x) 7—0 1—% bl z—)O( )

® Propriété 2.2.1.7

Soient f € K/, 2o € I et n € N.
Si f admet un DL, (), alors le polynéome P de degré au plus n est unique, i.e.

10



2.1. Généralités

AP e K,[X], f(z) = P(x — xg) + 20 ((x — o)), V.

On appelle P la partie réguliere du développement limité de f a l’ordre n au voisinage
de zg.

Q Preuve

Supposons que xy = 0 pour simplifier la notation (le raisonnement est similaire pour
un zy quelconque).

Nous allons raisonner par absurde. Supposons que f admette deux développements
limités a 'ordre n au voisinage de 0, i.e. AP, Q € K, [X], P # Q tels que :

z) = Px o (x"
. [T = PG+ o6

f(@) =Qz)+ o (2")

z—0

On sait que P # @, donc P — @) # 0. On peut donc réecrire 1’égalité précédente
comme suit :

P—-Q= Zakxk
k=s

(avec as # 0 et s < n).
On sait, d’apres (*), que :

Or (P —Q)(x) ~ asx® (car ag # 0).
Cela implique que a,x® = o O(x"), ce qui est absurde car s < n.
Conclusion : Le polynéome P est unique. [ |

® Propriété 2.2.1.8

Soient f € K/\M#o} 7o e T.
1. Si f admet un DLg(z), alors f est prolongeable par continuité en .

2. Si f admet un DL (), alors f est prolongeable par dérivation en x.

A Attention

On ne peut pas généraliser cette propriété pour un ordre n > 2. En effet, le fait que
f admette un DL, (z() n’implique pas que f est n fois prolongeable en une fonction
n fois dérivable en xg.

f admet DL, (z9) == f est n fois prolongeable en une fct. n fois dérivable en x.

Contre-exemple :

11



2.2. Formule de Taylor-Young

23 sin (%) siz#0

siz=0
On a fest C' et f & D*(R,R) (f n'est pas deux fois dérivable en 0).
Cependant, f admet un DLy(0) car f(z) =0+ go(x2).

Soit f:x—

Q Preuve

1. f admet un DLg(z), donc f(z) = A + 0 (1) pour un certain A € K. Donc,
T—T0
h_}m f(z) = A. Donc, f est prolongeable par continuité en xg, et f(xg) = A (si
T—T0
on note f le prolongement de f par continuité en x).

2. f admet un DLy (zg), donc f(x) = a(x — z¢) + b+ 0 (x — o) pour certains
T—x0
a,b € K. Donc, li_>m f(x) =b. Donc, f est prolongeable par continuité en zy, et
T—x0

f(z0) = b (si on note f le prolongement de f par continuité en z).
Nous allons montrer que f est dérivable en z¢ et que f'(xy) = a. On a

a(z—z0)+ o (z—x0)
I*)IO

f@)~f(x0) _

T—x0

f@)—b _ =a+ o (1). Donc, lim f@i@) _ g Donc, f est

T—Io T—To T—T0 T—T0 T—Io

dérivable en xy et f'(xy) = a.
|

® Propriété 2.2.1.9

Si f admet un DL, (), de partie réguliere P, alors Vk < n, f admet un DLj/(x),
de partie réguliére la partie de P tronqué a l'ordre k (de degré au plus k).
On va tronquer le polynéme de la maniere suivante :

n
- K : : K ok —k—1
P g @ = g O A W @ = g @l <@t ( > aa’ ) :

j=k+1
= o (ak)
(L‘*)IL'O
Formule de Taylor-Young
W Théoréme 2.2.2.1 (Formule de Taylor-Young)
Soit f € C"(I,K) et a € I.
n_ £(k)
Veel, f(z)=> / k'(a) (x —a)F + 0 ((z—a)")
k=0

On déduit de ce théoreme que n’importe quelle fonction de classe C" admet un déve-

12



2.2. Formule de Taylor-Young

loppement limité a 'ordre n en tout point de son domaine, dont la partie réguliere est
n B (q
P(z) = Yo (e — ).

Q. Preuve

On part de la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral :

Vxe[,f(x):ff() (x —a) +/ xn—_tl F(t)dt

.

-3 ) e xn__tl at— = oo g

k=0 k'

o ((z—a)")?

Or, ona " & tl), dt = (x;?)n. Donc, on peut écrire :

Ve el, f(x :Z_: (x —a) —{—/ ")(a))%dt.

On a fg (f(n) (t) - f(n)(a)) (:]2 tl)l dt’ < Supte[a z] ou [z,a] f(n) - f(n)(a)’ ' %7 Sa-
chant que f est continue sur [a, z] ou [z, a], donc bornée sur cet intervalle (elle admet
donc un majorant).

FOt) = f™(a)| = 0.

Nous allons donc montrer que lim; 4 SUPsc(q.4] ou [z,q]

On sait que f™ est continue en a.

Donc Ve > 0,3u > 0,Vz € I, |z —a| < p = ’f(”)(a:) — f(”)(a)‘ <e
Or, on sait que t € [a,z] ou [x,a] = |t —a| < |z —a| < p.

Donc Vt € [a,2] ou [z,a], | f™)(t) — f™)(a)| < e.

fO ) = f7()] <.

Donc sup;eq 4

ou [z,a]
Donc lim,_,, SUP¢¢(a,2] ou [z,a] f(n)( f(n )‘
Done £ (fM(6) — F®(a) £t = o ((x— a)")
Conclusion : On a bien f(z) =Y}, f(k) )(3: a)® xga((x —a)"). |

- Conséquence 2.2.2.1

1. Si f € C*(I,K), alors f admet un DL,(a) pour tout a € [ car f(z) =
= fP(a)
2

2 (z — a)F + 0 ((z—a)").

=P(xz—a), partie réguliere.

2. Si f € C>(I,K), alors f admet un DL, (a) pour tout a € I et pour tout n € N.

13



2.2. Formule de Taylor-Young

(™).

n z?
2. Yz € R, cos(x) = Tpo(~1) s +

1. Ve eR,e" =30 o5 + .9,

QS

2n
xﬁ\0<x )

ou o (z2ntl)
z—0

Pour démontrer ce résultat, on sépare le développement limité en deux cas : n
pair et n impair. On peut aussi ajouter le terme 00(:52”) dans le cas impair, car
T—r

le dernier terme impaire de la somme sera nul.

3. Vz € R,sin(x) = Z:O(—l)pﬂ + o

2n+1
(2p+1)! 20 ) :

(x

ou o (z2nt2)
z—0

Pour démontrer ce résultat, on sépare le développement limité en deux cas : n
pair et n impair. On peut aussi ajouter le terme 00(x2"+2) dans le cas pair, car
T—

le dernier terme paire de la somme sera nul.

4. Soit a € R.
Ve € R,
o “ala—1)...(a—k+1) , "
(14 x) —1—|—kz::1 o 2+ o (z")
-1 -1)...(a—n—-1
:1—l—ax+a< )x2+ ala—l).. la=n ):B”+ o (z")

5. Vx 6]—1,+oo[,\/11+7:(1+x)_% =1-Iz+3%+. ..
:1—%x+%x2+....
6. Ve e R\ {-1}, 15 = 1_(1_ =l-z4+2?—23+. -+ (-1)"2"+ o (z")
_ n _1\k .k n
= Sho(~1)fat + o (a").
* —p 22 L (_])-lzl n
7. Vx€R+,ln(1+9§)—x T + (-1) n—{—zgo(x)
= S~ 4 o (@)
Il n’y a pas de factorielle dans ce développement limité !

n 1E2 n
8. cosh(z) = pzo(T;;! + Zgo(xQ )

ou o (z2ntl)
z—0

: n 2+l n
9. sinh(z) = 3>7_, m + xgo(x2 .

ou o (x2nt2)
z—0

o Méthode

Il est fortement conseillé d’expliciter la partie réguliere des développements limités
usuels jusqu’a 'ordre 5 afin de les mémoriser plus facilement.

14



2.3. Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

® Propriété 2.2.3.10

Soient f,g € K,a € [.
Si f admet un DL, (a) de partie réguliere P, et g admet un DL, (a) de partie réguliere
Q, alors :

» Vo € K, f 4+ ag admet un DL, (a) de partie réguliere P + aQ).

» fg admet un DL, (a) de partie réguliere P - () tronqué a l'ordre n (sachant qu’il
est normalement de degré inférieur ou égal a 2n).

Q Preuve
On pose f(z) = P(x —a)+ o ((x—a)") et g(z) =Q(x —a)+ o ((x—a)")
1. Ona (f+ag)(z) =(P+aQ)z—a)+ o ((zr—a)")+a o ((z—a)")
= o ((z-a))
Donc f + ag admet un DL, (a) de partie réguliere IID f{— aQ.
2. Ona (f-9)(z) = (P-Q)z—a)+Pz—a)- o ((z —a))+Q(a—a) o_((z —a)")+
o ((z—a))- o ((z—a))
Done (f -g) = (P - Q)(x - a) + 9, ((x=a)").
On pose P-Q = Zk 0Ck -

Donc (f - g)(z) = XL ock(x—a) ((x—a) )

Done (1-9)() = Shea eu(z—0)*+ (=" S0 u(o—a)t o, (= a)).
——

Or lim St k(T — a) )k —n

Alors (x —a)™ - 7% ak(x — a)F " = o, ((x —a)™).

On en déduit que (f - g)(z) = 7y ce(r — a)* + o ((—a)).
Donc fg admet un DL, (a) de partie réguliere P - ) tronqué a l'ordre n.

sin(x)

1. Développement limité d’ordre 3 en 0 de f : x — =~

2. Développement limité d’ordre 3 en O de f : x — (FeaE — cos(x).

1+r)
Solution :
» ler exemple :

> On a f(x) = sin(z) - H%
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2.3. Opérations sur les développements limités

> On connalt les développements limités suivants :
3
(@),

11 2 _ .3 3
= l-rta $+x30($).

> On calcule le produit :

B =z
sin(z) =z g .9

>

f(z) = (x _ ‘%3 + zgo(:ﬁ)) . (1 s+ -+ o (ﬁ))

x—0

)
2,93 3
=xr—x +6x +xgo(x)

> Donc, le développement limité d’ordre 3 en 0 de f est f(z) =z —a? 4 22° +

3

» 2eéme exemple :

> Ona f(z) = ﬁ — cos(x).

> On connait les développements limités suivants :
— e = z? | 23 3
e 1+x+2+6+xgo(:v).

— m =(1+4+x)2=1-2x+ 32> — 423 +x(—)>o(x3)‘

_ -1z = 3y — 1 _ 22 3
cos(z) =1—- %+ 5 -I-xgo(x )=1-% +x9>0(x ).
> On calcule le produit et la différence pour enfin trouver le développement
limité de f :
> flz)=—z+222 — a3 +

® Propriété 2.2.3.11

Soient f € R, g € K’ tel que 0 € I, f(0) =0 et f(I)C J.

Si f admet un DL, (0) de partie réguliere P, et si g admet un DL, (0) de partie
réguliere (), alors la composée g o f admet un DL, (0) de partie réguliere @ o P
tronquée a l'ordre n.

3

® Remarque 2.2.3.5 (Composée et développement limité (cas général))
Soient f,g e KI,ge K/,ae ITet f(I)C J.

Si f admet un DL, (a) de partie réguliere P, et si g admet un DL, (b) de partie
réguliere () avec b = f(a), alors la composée g o f admet un DL, (a).

Q Preuve
o [ =Pw) e, )
P @) = Q@) + o (a7)
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2.3. Opérations sur les développements limités

» Comme f(0) =0, on a P(0) = 0.
» On pose P(z) = X7, azz® (car P(0) = 0).
» Et on pose Q(z) = S7_ bpx”.

> On a done (g0 f)(x) = g(f(@) = g | P(@) + o (a")

z—0

x—0

—0

O($”)>k—|— 00<(P(ZL‘) + o (x")>n>

T— z—0

> Done (g0 f)(@) = igbe (P@) + o

> Donc (9 o fl@) = Sioh - (SLeCHP@) - o (")) +

z—0

o Méthode

Généralement, pour calculer le développement limité d’une composée g o f, on
commence par calculer le développement limité de f puis on remplace x par le
développement limité de f dans le développement limité de g.

1. f: 2 e® . sin(x). Développement limité d’ordre 4 en 0.
2. g: x> In(e” + cos(x)). Développement limité d’ordre 2 en 0.
Solution :

» ler exemple :

> On remarque d’abord que cos(0) = 1. Donc, on va d’abord calculer le
développement limité d’ordre 4 en 0 de cos(x).

v

~S g+ o (+4) . 3
Donc f(x) =e-e 20 -(a:—ﬁ—i—mgo(x ))

LI gut
On calcule le développement limité d’ordre 4 en 0 de e * 9,7

v

v

v

Apres calculs, on obtient : f(z) = e(z — 22%) + 9, (x3).
T—
» 2éme exemple :
(z?).

> Le développement limité d’ordre 2 en 0 de cos(z) est 1 — % + o, (z?).

> Le développement limité d’ordre 2 en 0 de e” est 1 + = + % + %
T—

17



2.3. Opérations sur les développements limités

> Donc, le développement limité d’ordre 2 en 0 de e*+cos(z) est 2+x+ 9, (z?).
T—

> On calcule le développement limité d’ordre 2 en 0 de In(2 + = + 2, (z2)).

2

> Apres calculs, on obtient : g(z) = In(2) + § — % +

® Propriété 2.2.3.12 (Inverse et développement limité)

Soient f € K! telle que f(0) # 0.
Si f admet un DL, (0), alors % admet un DL, (0).

Q Preuve

_ 1 1

R U N
> Ona 755 = forese 70 ~ 70 e

1
f(z)

. f(z)—f(0)
On pose h: x — o)

1
1+x°

>

» On pose g: x>

» On a h admet un DL, (0), 2(0) = 0.
>

>

On a g admet un DL, (0).
Donc 1 = ﬁ - (g o h) admet un DL, (0).

f
|
Développement limité a I'ordre 3 en 0 de la fonction tan.
Solution : .
On a tan(z) = %((zx)) On connait les développements limités suivants :
2 _ x3 3
> sin(z) =2 — % + o (x?).
—1_z 3
» cos(z) =1—-F + o (x%).
> Fl(x) =1+ %2 + o, (23) (on utilise la propriété précédente).
Donc, on calcule le produit :
tan(z) = x—x—g—k 0 <x3) : 1+x_2+ o (x3>
6 z—0 2 z—0
3
_ z 3
=z + 3 + .20 (m )
Donc, le développement limité d’ordre 3 en 0 de tan est tan(z) = z + ’”—; + o (z?).

z—0
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2.3. Opérations sur les développements limités

® Propriété 2.2.3.13 (Primitive d’un développement limité)

Soient f € KI,0 € I.
Si f admet un DL, (0) de partie réguliere P, alors une primitive F' de f admet un
DL, 1(0) de partie réguliére la primitive de @ définie par P(x) = f(0) + [y Q(t)dt.

Q
>
>
>
>
>

vV vV v v Vv

Preuve

Ona f1() = Q) + g, ().

ie. f'(t) =Q(t) +t"-e(t) one: I — K est telle que %ii%e(t) =0.

Donc Ve > 0,3n > 0,]t| <n = |e(t)| < e.

Soit z € I, on a [i f'(t)dt = [y Q(t)dt + [y t" - e(t)dt.

Il faut maintenant montrer que [ t" - e(t)dt = 9, (z"1). Attention : ¢ devient
une variable muette, on utilise maintenant x.

Soit ¢’ > 0. Comme £(z) — 0 quand = — 0, il existe n > 0 tel que |z| < =
le(z)| < €.

On sait aussi que t € [0,z] ou [z,0] = |t| < |z|.

Donc [t| <n = |e(t)] < €.

On a donc pu majorer l'intégrale suivante :

;=™

/It".s(t)dt’ g/x ]t\".|5(t)|dt§5’/x t|"dt = ¢ - ——
0 0 0

n+1

e (] < £ <

Donc 3

Donc lim —ir [yt - e(t)dt = 0.

ie. [yt"-e(t)dt= o (x™th).

Donc, [y f/(t)dt = [5 Q(t)dt+xgo (z™1).

Done f(z) = £(0) + [§ Q@)dt+ o (a"*1). CQFD.

On cherche le développement limité d’ordre 2n + 1 en 0 de la fonction arctan.

> On a Vz € R, arctan’(z) = 175
1

> On connait le développement limité d’ordre 2n en 0 de 175 :

> e =1-atat =2t (S + 250 (™)
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2.3.

Opérations sur les développements limités

_Zk_( )k 2% 4 00<x2n)

T—
—_——

ou o (z27t!l) sachant quef est paire
z—0

> Dot arctan(z) = arcten(0)+ [y | X7, 2k1) 2R 4 0 <t2”+1)

t—0
N————

ou o (x27*1l) sachant quef est paire
z—0

» On cherche le développement limité d’ordre 2n + 1 en 0 de la fonction arcsin.

> On a Vx €] — 1, 1], arcsin’(z) = ﬁ = (1—z%)"2.
> On connait le développement limité d’ordre 2n en 0 de (1 — 22)72 :

(1_$2)—% _ 1+Zn—1 _%( 3 1)"'(_%_k+1)(_x2)k+ 0 (:UQ")

) k! z—0
(2K)! ok 2n
=y 0 z2* 4 o (xQ")
. 9 C2k 2k+1 2n4+1
> Donc arcsin(z) = aresi(0) + 5o 2 - 57 + 9 (=),

® Remarque 2.2.3.6

On a f" admet un développement limité en 0 = f admet un développement limité
en 0.

La réciproque est fausse : f admet un développement limité en 0 == f’ admet un
développement limité en 0.

® Propriété 2.2.3.14

Soit f € K!,0 € I et f dérivable sur 1.
Si f et f" admettent un DL, 1(0) et DL, (0) respectivement, de parties régulieres P
et @, alors P’ = Q).

Soit f € C*(R,K), telle que :

f(z) =3z — 2%+ 22° + 2, (z3).

On a f’ est de classe C* sur R, donc f" admet un DL, (0) pour tout n € N; en
particulier pour n = 2, avec :

/ 2 _ 2 2
fi(x)=3—-2x+6x +wgo(m>.
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Applications

Calcul de limites

On souhaite déterminer la limite de f en 0.

» On calcule le développement limité d’ordre 3 en 0 de sin(z) : sin(x) =z — % +

3

|

» On remplace dans f :

> @)= % - !

» On calcule le développement limité d’ordre 2 en 0 de (1 — 2 + o (z2))72.

> On trouve (1 — %2 + o (z?)2=1+ ””—32 + o (2?).

z—0

» On remplace dans f :
> f(z) = L - (1 - (1 + 2 +mgo(x2>)>.
» On calcule ensuite la limite :

z—0 x—0 x—0
> i =1
lim f(z) = —3

» Conclusion : La limite de f en 0 est —%.
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3.2. Recherche des équivalents

Recherche des équivalents

On considere la fonction définie par :

x — sinh(x)
xcos(z) — In(1 + z)

fix—

On cherche un équivalent de f en 0.

¢ Méthode

Pour déterminer un équivalent de cette fonction, on va d’abord déterminer un
développement limité de son numérateur et de son dénominateur, puis on en
déduira un équivalent (on cherche un autre quotient).

> Onax—sinh(a:):x—<x+z63+ 0 (x3)):—w63+ o (z%).

x—0

» Donc x — sinh(z) ~ —%.

» Onazcos(z)—In(l+x) = x(l—%Q—i-ng (2?)) — (m—l— 0 (m)) = —%—i—xgo (z3).

z—0

» Le degré de ce développement limité n’est pas adéquat pour trouver un équivalent.
On calcule donc le développement limité d’ordre 1 de x cos(z) et d’ordre 2 pour

In(1 + ).
» On a xcos(z) =z(1+ go(a:)):x—i— go(a:).
» Onaln(l+az)=z—2 + go(xQ).

» Donc xcos(z) —In(1+z) = <x+ 0 (a:)) - (x— %2 + o (x2)> =Z+ o (z?).

x—0

» On a donc déduit un équivalent de x cos(z) —In(1+z) en 0 : z cos(x) —In(1+z) ~q

2

.
» On en déduit un équivalent de f en O :

8
w

x — sinh(x) N e

77
" zcos(z) —In(l+z) " z 3

|

()

On considere la suite (U,),, définie par Uy €]0, 1] et ¥n € N, U,41 = sin(U,).
» On aVz € [0,1],0 <sin(z) < .

» Donc (U,), est une suite décroissante minorée par 0.
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3.2. Recherche des équivalents

Donc (U,),, converge vers une limite [ € [0, 1]. Cette limite vérifie | = sin({).
Donc [ = 0.
On cherche un équivalent de U,,.

Soit a # 0. On a U, 1* — U,,* = (sin(U,))* — U,*
= U2, - % + Lo (UH)-U°

—+o00

_770(7 _ A Us 2y _
=U21 -« +Un—0>+oo(Un) 1).

vV vyYyy

6

Sihd a+2
» DoncU,,.“ - U, = —a==—+ o U )
n+1 n 6 Un—+ ( n )

» On choisit o = —2.
» Donc U,y 2—U, 2 = % + o (D).

Up—+oo
1 1 1
> DoncUz——mﬁgquandn%qLoo.
n+1 n
5 N s N JUBN 1 n—1 1 1 1
» Alors, d’apres le théoreme de Césaro, on a - (Zko(% — U,f)) — 3 quand
n — +00.

1(1 1 1
» Donc onaf(———>—>f uand n — +oo.
; n \UZ ~ U2 39

> Or%-%%Oquandn—)%—oo.
0
» Donc,ona+--L —1quand n — +oo.
’ n Uz 3 4

3
» Donc, on a U, ~ \/;

o© Méthode

On peut généraliser la méthode utilisée ci-dessus pour déterminer un équivalent d’une
suite définie par une relation de récurrence faisant intervenir une fonction admettant
un développement limité.

iHt Exercice 3.3.2.2

Soit la suite (U,), définie par Uy > 0 et Vn € N, U,,,; = In(1+ U,).
1. Montrer que U, — 0.

2. Donner un équivalent simple de (U,),.
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3.3. Recherche de la dérivabilité et de la position relative a la tangente

Recherche de la dérivabilité et de la position relative
a la tangente

On considere la fonction définie par :

x cosh(z) — sinh(z)
cosh(x) — 1

frzw

On cherche a étudier la dérivabilité de f en 0 et la position de la courbe représentative
de f par rapport a sa tangente en 0.

On commence par calculer le développement limité d’ordre 3 en 0 de f. Pour ¢a, on
calcule le développement limité d’ordre 5 en 0 du numérateur et du dénominateur,
puis on simplifie par 2% (c’est une fonction impaire).

Techniquement, l'ordre 1 est suffisant pour étudier la dérivabilité, mais on a besoin
d’au minimum l'ordre 3 pour étudier la position relative a la tangente (pour cette
fonction).

x cosh(z) — sinh(z)
cosh(z) — 1

Ona f(z) =

T+ 2312 — x/3 — 23/60 + go(x?’)
2 2
14z /12+xgo(x )

2 3
- ?{E N % :J:gO (Qj?’)

Comme f admet un DL3(0), alors elle admet un DL;(0), donc elle est prolongeable
en une fonction dérivable en 0 (quon continuera a noter f) avec f'(0) = 2.
L’équation de la tangente en 0 est donc y = %x
Pour étudier la position relative de la courbe par rapport a sa tangente, on calcule
flo)— 3o 3

2 x

f(z) — 3= 50 + .9, (x3) .

Donc, au voisinage de 0 a droite, Cy est au-dessus de sa tangente, et au voisinage de

0 a gauche, C; est en dessous de sa tangente.
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3.4. Recherche d’asymptote

Recherche d’asymptote

Si f admet un développement asymptotique de la forme f(z) =ar +b+ S+ o (1),

—+o00
alors la droite d’équation y = az + b est asymptote a la courbe représentative de f en

+00, avec (a,b, @) € R? x R*, n € N*,
(A) : y = ax + b est donc dite asymptote de Cy au voisinage de +o00 (V(£00)).

En plus, f(z) — (ax +b) = 5 + o (1), donc f(x) — (az +b) ~in 2.

Cela nous permet de déterminer la position relative de C par rapport a (A) au voisinage
de +o0.

T
. — x - arctan
/ (x—l—l)

Onposet =1 «— =1

x t
1 1/t
t

Done ) = (1) = | -t () = -t ().

On va dériver arctan (ﬁ), faire son développement limité d’ordre 1 en 0, I'intégrer

pour revenir a la variable ¢ en ordre 2, puis revenir a la variable x.
Apres calculs, on trouve que :

Conclusion : f(z) = Jr — % + L4

3

8

o
8
~~
8 |
N—

Fin du chapitre 9.

Dernier chapitre d’analyse de premiere année.
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